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1  Úvod 
V súčasnej dobe zohráva stále väčšiu úlohu počítačové navrhovanie rôznych 
elektronických systémov a modulov. Aby bolo možné počítačové modely zostavovať, je 
nutné mať k dispozícii vierohodné počítačové modely jednotlivých komponentov. 
V predkladanom projekte je venovaná pozornosť numerickému modelovaniu 
polovodičových diód v programe Comsol Multiphysics. Vyvinuté modely nám uľahčia 
pochopiť fyzikálnu podstatu všetkých javov, ktoré v dióde nastávajú, a umožňuje nám 
preskúmať, aké parametri diódy majú najväčší vplyv na jej vlastnosti. 
V druhej kapitole sú zhrnuté základné poznatky o polovodičových diódach. Tretia 
kapitola popisuje postupy modelovania diód v programe Comsol Multiphysics. Vo štvrtej 
kapitole je popisovaná metóda konečných prvkov a v piatej a šiestej kapitole sa zamýšľame 
nad optimalizáciou pomocou metódy PSO. 
Pre čo najlepšie výsledky  boli vyvinuté numerické modely polovodičovej diódy 
optimalizovalizované tak, aby jej charakteristiky odpovedali čo možno najpresnejšie 
charakteristikám vybraných komerčne vyrábaných diód. Za najvhodnejšiu optimalizačnú 
metódu bola zvolená metóda PSO (Particle swarm optimization ), ktorá dokáže riešiť 
optimalizácie viacrozmerných problémov v rôznorodých poliach. 
2  Polovodičová dióda 
Dióda je polovodičová elektronická súčiastka, ktorá vedie elektrický prúd len jedným 
smerom. Hovoríme, že prúd usmerňuje. Okrem vákuovej diódy (elektrónky) – dnes už 
nepoužívanej – sú diódy vyrobené z polovodičov (obvykle kremíka) a využívajú 
polovodičový PN priechod, prípadne tzv. Schottkyho priechod na rozhraní kov – polovodič.  
Dióda je prvok: 
- pasívny (na rozdiel od zdroja prúdu alebo napätia, ktoré sú aktívne dvoj póly); 
- nelineárny (napr. na rozdiel od rezistora, ktorého odpor lineárne charakterizuje vzťah 
medzi napätím na rezistore a pretekajúcim prúdom cez rezistor). Typický tvar V/A 
charakteristiky diódy je zobrazený na obr. 1. 
 
Statické vlastnosti  
Statická charakteristika je nakreslená na obr. 1. Najčastejšie sa stretávame 
s kremíkovými diódami . U spínacích kremíkových diód (určených pre rýchle impulzové 
obvody) s dovolenými prúdmi v priepustnom smere rádovo stoviek miliampérov až ampérov 
bývajú prúdy v nepriepustnom smere obvykle rádovo jednotiek nanoampérov až 
mikroampérov. S rastúcou teplotou však tento prúd rýchlo stúpa. Pre teploty do cca 50 ºC 
môžeme tento prúd zanedbať. V priepustnom smere je prúd nepatrný až do napätia na dióde 
okolo 0,4 V. Potom začína rýchlo rásť, približne pri prírastku napätia 60 mV sa zväčší na 
desaťnásobok. Rast prúdu je teda exponenciálny. Keď sa zväčší prúd na hodnotu zhruba 
o riad  menší než je najväčší dovolený prúd v priepustnom smere, začnú sa uplatňovať odpory 
prívodov k tomuto priechodu. Charakteristika diódy sa tu preto blíži priamke. Medzné 
hodnoty napätia v závernom smere bývajú obvykle riadu desiatok až stoviek voltov.[3] 
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Ak tečie kremíkovou diódou v priepustnom smere prúd s hodnotou o jeden až dva riady 
menší než je medzná hodnota tohto prúdu (to je rozsah obvyklých pracovných hodnôt prúdu) , 
môžeme pri teplotách priechodu P-N blízkych 20ºC počítať s napätím na dióde v rozsahu 0,5 
až 0,7 V. Toto napätie sa začne meniť s teplotou priechodu. Jeho teplotný koeficient býva 
v rozsahu -2 až -4 mV/ºC, napätie teda klesá s rastúcou teplotou. Pri prúdoch rádovo blízkych 
medznej hodnote býva napätie na dióde v priepustnom smere okolo 1 až 1,5 V.  
 
 
 
Obr.1  Statická charakteristika stabilizačnej diódy. Obrázok pochádza z [3] 
 
 
Dynamické vlastnosti :  
 
Napätie na dióde a prúd ňou pretekajúci sú v súlade so statickou charakteristikou diódy 
len v ustálenom stave, prípadne pri pomalých zmenách. Pri rýchlejších zmenách sa prejavujú 
odchýlky predovšetkým pri prechode napätia na dióde zo záverného smeru do priepustného 
smeru a naopak.  
 
Pri priechode diódy zo záverného smeru do priepustného smeru je charakter 
prechodného deja rôzny podľa veľkosti prúdu, ktorý sa diódou pretlačuje. Pri priechode 
z priepustného smeru do záverneho  sa prejavuje zotrvačnosť v zániku nosičov náboja v P-N 
priechode tým, že do záverného smeru len postupne dióda dodáva po určitú dobu do obvodu 
energiu nahromadenú v nosičoch náboja a „pomáha“ tak zdroju potlačovať prúd rezistorom R. 
Až potom, čo sa náboje vyčerpajú ako týmto procesom tak aj rekombináciou, prejde napätie 
na dióde do záverného smeru diódy. V katalógových listoch sa udáva hodnota doby zotavenia 
trr , za ktorú prúd v obvode poklesne na definovanú úroveň, obvykle desatinu počiatočnej 
hodnoty, pri zadaných ostatných podmienkach. Rýchle spínacie obvody mávajú doby 
zotavenia rádovo v nanosekundách.[3] 
 
Z hľadiska použitia rozdeľujeme diódy do nasledujúcich kategórii : 
- Usmerňovacia dióda - je schopná pracovať s napätím až 1 kV v závernom smere 
a s prúdom niekoľko A v priepustnom smere. 
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- Schottkyho dioda - nepoužíva k svojej funkcii priechod PN, ale priechod polovodič-
kov (tzv. Schottkyho priechod). Dióda má menšie záverné napätie avšak aj menšie straty 
v priepustnom smere vďaka menšiemu úbytku napätia na priechode. 
U schotkyho diód býva napätie v priepustnom smere 0,2 až 0,4 V, obvykle však u týchto 
diód býva väčší odpor materiálu prívodov. Prechodné procesy pri komutácii schottkyho 
diód bývajú oveľa kratší ako u odpovedajúcich diód s priechodom P-N, ich zotavovací 
doba je neparná. Schottkyho diódy mávajú menšie dovolené napätie v nepriepustnom 
smere ako diódy bežné, obvyklé hodnoty sú niekoľko desiatok voltov. 
-  Detekčná dióda - vysokofrekvenčná dióda s mimoriadne malou plochou a teda aj 
parazitnou kapacitou, niekedy vo forme Schottkyho diódy. 
-  Svietivá dióda (LED) - každá LED vyrobená iba z jedného druhu polovodiča má svoju 
charakteristickú vlnovú dĺžku, na ktorej emituje svetlo. Túto vlnovú dĺžku je možné 
„nastaviť“ pomocou použitého druhu polovodiča a u niektorých polovodičov (GaN) aj 
zmenou obsahu dotovacieho prvku. Takto je možné vyrobiť LED s tým istým 
substrátom v širokom spektre vlnových dĺžok. 
-  Kapacitná dióda (Varikap) - Varikap alebo kapacitná dióda je špeciálna polovodičová 
dióda, ktorá slúži ako napätím riadený kondenzátor. Varikap je založený na tom, že 
šírka prechodu PN v závernom smere diódy závisí na pripojenom napätí. Tento efekt sa 
objavuje pri všetkých polovodičových diódach, ale varikap je pre tento účel špeciálne 
prispôsobený. 
Varikapy sa používajú v ladených obvodoch (napríklad v rozhlasových a televíznych 
prijímačoch) a iných obvodoch vyžadujúcich premennú kapacitu. Vo väčšine aplikácii 
boli varikapy vytlačené otočnými kondenzátormi. 
- Tunelová dióda - Sú to diody, ktoré vykazujú na VA charakteristike oblasť záporného 
dynamického odporu oblasť VA charakteristiky zo zápornym dianím. Odporom vzniká 
vplyvom tunelového javu tento jav vzniká pri veľmi úzkych priechodoch PN s veľmi 
vysokou koncentráciu prímesí po oboch stranách priechodu PN. Tunelové diody sa 
používajú v oscilátoroch a zosilňovačoch až do veľmi vysokých frekvencii 
(f = 10 GHz). Dôležitá v rádioelektronike pri frekvenčnej modulácii napr. vo 
varaktorovej pumpe. 
- Stabilizačná dióda -  Tieto diódy sa používajú ako zdroj napätia málo závislého na 
prúde, ktorý diódou preteká. Statická charakteristika je nakreslená na obr.2. Pri použití 
stabilizačných diód je nutné počítať s tým, že v oblasti kolena v závernej časti 
charakteristiky vytvára dióda zvýšený šum. Stabilizačný účinok diódy je podmienený 
prierazom jej priechodu. Mechanizmus prierazu je dvojakého druhu: Zenerov prieraz 
a lavínový prieraz. Teplotný koeficient prierazového napätia je určený tým, ktorý typ 
prierazu prevláda. Ak je prierazne napätie v absolútnej hodnote menši ako 6 V, 
prevažuje Zenerov prieraz zo záporným teplotným koeficientom prierazového napätia. 
Pri všetkých prierazných napätiach, kde je rozhodujúcim mechanizmom lavínový 
prieraz, je teplotný koeficient prevažne kladný. Skutočný  teplotný koeficient 
prierazového napätia sa však môže okolo takto určenej hodnoty pohybovať v istom 
rozmedzí. 
- Zenerová dióda – Táto dióda sa používa v usmerňovacích, stabilizačných napäťových 
zdrojoch, ako koncová , výstupná časť. Používa sa k tomu, aby pri veľkej zmene 
veľkosti odoberaného prúdu napätie nekolísalo, alebo len veľmi málo. 
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Obr.2  Teoretický priebeh VA charakteristiky diódy 
 
 
Ďalej diódy rozdeľujeme podľa schopnosti zniesť rôznu záťaž, alebo podľa frekvencie 
striedavého prúdu, vysokofrekvenčné a nízkofrekvenčné diódy, pre ktoré sú určujúce tieto 
parametre : 
– Prahové napätie – elektrické napätie, pri ktorom príde k zrušeniu hradlovej vrstvy 
– Prierazné napätie – elektrické napätie, ktoré spôsoby pri zapojení v závernom smere 
zničenie priechodu P-N a priechod prúdu diódou. 
– V/A charakteristika – závislosť prúdu pretekajúceho diódou na napätí medzi 
vývodmi. 
– Maximálne zaťaženie – najväčší možný výkon elektrického prúdu, ktorý nepoškodí 
diódu. 
– Maximálny prúd – najväčší prúd, ktorý môže prechádzať diódou. 
– Teplotné rozmedzie – rozmedzie teplôt, pri ktorých môže dióda pracovať. 
 
Mojím modelom sa stala kremíková vysokofrekvenčná polovodičová dióda BAS 116, ktorej 
vlastnosti boli modelované. Jej V-A charakteristiku je možné vidieť na obr.20. 
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Projekte sa zaoberám usmerňovacími diódami s priechodom PN. Preto v nasledujúcej 
kapitole budú pripomenuté základné vlastnosti a vznik PN priechodu. 
2.1  Princíp priechodu PN 
Polovodičová dióda je súčiastka s jedným PN priechodom, teda z časti typu P a časti 
typu N. V okamžiku vytvorenia diódy ( PN priechodu) vypadá situácia takto : 
 
 
Obr.3  Situácia na PN priechode v okamžiku jeho vytvorenia;  prevzaté z [2] 
 
Pretože v blízkosti priechodu je veľký gradient ( spád, zmena ) koncentrácie dier 
a elektrónov, prenikajú elektróny do oblasti P a diery do oblasti N a navzájom rekombinujú. 
Týmto spôsobom voľné častice s nábojom miznú z oblasti priechodu a začína sa prejavovať 
difúzne elektrické pole Ed tvorené iontamy prímesí. Ďalšie elektróny a diery sa nemôžu 
dostávať k priechodu, lebo im v tom bráni vytvorené elektrické pole. Oblasť u priechodu 
ktorá neobsahuje voľné častice s nábojom, sa nazýva hradlová vrstva(viz obr.4). [2] 
 
 
Obr.4  PN priechod v rovnovážnom stave;  prevzaté z [2] 
 
V tomto stave avšak prechádza cez priechod neustále malé množstvo náboja. Niektoré 
elektróny z oblasti typu N a diery z oblasti typu P sa aj napriek tomu cez priechod dostanú a 
vytvoria malý elektrický prúd (difúzny prúd) Id ,oproti smeru elektrického pola. Naopak 
v smere elektrického pola potečie malý prúd Ip tvorený minoritnými (menšinovými) 
časticami. Diery ktoré sú minoritné v polovodiči typu N, sa pohybujú v smere elektrického 
pola a elektróny, ktoré sú v minoritné v oblasti typu P, sa pohybujú proti smeru. Rovnovážny 
stav na PN priechode nastáva keď  Id = Ip 
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Keď pripojíme na PN priechod vonkajšie napätie s kladným pólom na P a záporným na 
N, toto vonkajšie napätie bude vytvárať vonkajšiu intenzitu elektrického pola E, ktorá má 
smer oproti intenzite Ed. Celkový intenzita elektrického pola je určená vektorovým súčtom 
intenzít E a Ed. Keď bude teda E väčší než Ed , bude mať celková intenzita smer z P do N, 
kladne nabité diery a záporne nabité elektróny sa budú pohybovať smerom k priechodu a cez 
priechod bude prechádzať elektrický prúd. PN priechod je zapojený v priepustnom smere 
(obr.5) 
 
Obr.5 PN priechod zapojený v priepustnom smere;  prevzaté z [2] 
 
Teraz naopak priložíme napätie na priechod s opačnou polaritou, t.j. Kladným pólom na 
N, intenzita vonkajšieho pola E a intenzita Ed budú mať rovnaký smer a budú odtlačovať 
voľné elektróny a diery ešte ďalej od priechodu. Cez priechod môže tiecť len prúd spôsobený 
minoritnými nosičmi, ktorý je malý. PN priechod je zapojený v závernom smere( viz.obr.6)  
 
 
Obr.6 PN priechod zapojený v závernom smere;  prevzaté z [2] 
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3 Comsol Multiphysics 
Polovodičová dióda pozostáva z dvoch oblastí s rozdielnym dopovaním. Oblasť-P 
s dominantnou koncentráciou dier a oblasť-N s dominantnou koncentráciou elektrónov. 
Anóda je v kontaktnom spojení s oblasťou s dominantnou koncentráciou typu-P a katóda je 
prepojená s oblasťou typu-N. Nečistoty pri výrobnom procesy pridané do polovodičového 
materiálu vymedzujú oblasť dopovaného typu. Zápornú hodnotu indikuje prijímač atómov, 
materiál typu-P a kladnú hodnotu indikuje darca atómov materiál  typu-N. 
 
Je možné odvodiť polovodičový model z maxwelových rovníc a Boltzmannovu 
odvoďovacou teóriou obecne zjednodušiť na podobne vypadajúce magnetické polia o stálej 
hustote. 
 
Model tu predstavuje problém s použitím troch nesamostatných  symbolov ψ, n,  p.  
Až v modeloch najjednoduchšej formy, predstavuje silne nelineárnu závislosť.[7]  
 
( )
SRHp
SRHn
qRJ
qRJ
Nnpq
=⋅∇−
−=⋅∇−
+−=∇⋅∇− )(ψε
                        (1) 
                                                                         
Ψ – indikuje elektrostatický potenciál 
q –  elementárny náboj 
p a n koncentrácia elektrónov a dier 
N – predstavuje fixné zaťaženie pridružené s ionizovanými darcami 
pJ  - dierová hustota prúdu 
nJ  - elektrónová hustota prúdu 
RSRH  - predstavuje Shockley-Read-Hall rekombináciu (ako hlavný proces rekombinácie 
používa medzeru v pásme zakázaného polovodiča ) 
 
pqDpqnJ
nqDqnJ
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nnn
∇+∇−=
∇+∇−=
ψµ
ψµ
         (2) 
 
Dn a Dp – je rozptylnosť nosičov 
µn a µp – je pohyblivosť nosičov 
 
( ) ( )11
2
ppnn
nnpR
np
i
SRH
+++
−
=
ττ
         (3) 
 
ni – skutočná koncentrácia nosičov 
τn a τp – životnosť nosičov 
n1 a p1 – sú parametre súvisiace s energetickou hladinou paste (ak je pasca umiestnená 
v strede pásma, potom n1 a p1 sa rovná ni) 
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3.1  Hraničné podmienky 
Pre hranice v kontakte s izoláciou, musíme použiť symetrické hraničné podmienky. Pre 
hranice v nedohľadne od aktívnej plochy, elektrické pole a nosiče prúdu majú  nulovú 
normálovú zložku. Môžeme teda popísať obidva typy pomocou Neumannových hraničných 
podmienok [1] : 
 
0
0
0
=⋅
=⋅
=∇⋅
p
n
Jn
Jn
n ψ
                (4) 
     
pJ  - dierová hustota prúdu 
nJ  - elektrónová hustota prúdu 
Ψ – indikuje elektrostatický potenciál 
n  - koncentrácia dier 
 
V blízkosti kontaktu s kovom je elektrostatický potenciál stály. Keď zoberieme 
nekonečnú rekombináciu prietokovej rýchlosti v kontakte, pre koncentráciu pôsobenia platí 
vzťah (1)“ [1]   
 
     npni =2                           (5) 
 
Teraz je možné vypočítať koncentráciu nosičov náboja použitím tohto pravidla ďalej s  
medznou koncentráciou N a  za predpokladu, že nesie nosiče náboja na kontakte. Aplikované 
napätie je rovné napätiu Fermiho hladiny v polovodičoch na kontakte, tak elektrostatický 
potenciál na kontaktoch je rovný napätiu, plus rozdiel energii medzi Fermiho hladinami a 
referenčnou úrovňou použitou pre elektrostatický potenciál. Rozdiel energií má logaritmickú 
závislosť koncentrácie  nosičov. Hraničné podmienky teda sú [1]: 
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Kde Va
 
je
 
priložené napätie. Toto je jednoduchý typ elektrického kontaktu. Je preto 
možné definovať špecifické spojenie kovov. 
 
Na vypočítanie presnej hodnoty prúdu môžeme použiť redukované obmedzenie pre 
spojenie hraničných podmienok. K realizácii hraničných podmienok na n a p potrebujeme 
zaviesť Lagrangeovu multiplikáciu lm2 a lm3 na anóde a katóde. Symboly  lm2 a lm3 
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stanovujú presnejšiu hodnotu než čo získame z výrazu pre prúdovú hustotu. Z toho získame 
prúdovú hustotu q*lm2 a q*lm3 pre elektróny a diery samostatne. [1] 
3.2  Geometria diódy 
 
                                           
Obr.7  Použitý model diódy; prevzaté z [1] 
 
Hrubo vyznačené čiary indikujú elektrický kontakt .V našom prípade je potenciál  Va 
 
 
na anóde a katóda je uzemnená. 
3.3  Rozsah 
Dlhá dynamická oblasť koncentrácie nosičov robí numerické počítanie s  polovodičmi 
veľmi namáhavé a ťažké, obzvlášť pre oblasť zmien v okolí spojov. Preto musíme voliť  
rozsah celkom opatrne, pretože proces nemusí konvergovať a môže dať nesprávny výsledok. 
Pre tento príklad miest subdomén na hranici spojov musíme použiť veľkú presnosť. Musíme 
urobiť záber okolo spojov na katóde a anóde. Použiť prispôsobivé riešenie, aby sme dosiahli 
dostatočnú presnosť. [6]   
3.4  Koncentrácia dopovania diódy 
Dopovanie typu-P na dióde môže byt ustálené od implantácie alebo rozptylu  
prijímacích atómov. Výsledný tvar týchto dvoch krokov je často podobný z gaussovou 
funkciou. V súčtu , prechod medzi substrátom dopovaným typu-N a menej dopovaným 
typom-N epitaxnou vrstvou sa tiež podobá gaussovej funkcii, pretože dotácia preniká z viac 
dotovaného substrátu behom zvyšovania teploty . Konečný výraz pre dopovanie diódy je: [1]   
 
    ( ) ( )0,,,,,, 1max1max xyxAyyxDD GNGNNN pnn −+= ∞−                                                    (7)      
                           
 NDn
             
je dopovanie z epitaxnej vrstvy  
NDn max  je dopovanie zo substrátu 
NAp max  je špička z rozptylového tvaru 
G              je gaussova funkcia      
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3.5  Parametrické riešenie 
Riešiť problém numericky pre vyššie napätia na anóde by bolo extrémne náročné. 
Musíme zvyšovať napätie po malých krokoch a použiť riešenie z predchádzajúceho kroku, 
pretože počiatočná podmienka pre nasledujúci krok je rovnaká. Parametrické riešenie berie 
ohľad automaticky. Napätie na anóde meníme postupne z 0 na 1 volt po kroku 0.025V 
Musíme tak použiť nelineárne zariadenie s počiatočným odhadom z riešením odpovedajúcim 
Va=0V, to je kompatibilné z hraničnými podmienkami:  [7]   
  
Počiatočný odhad pre lm2 a lm3 je nula, pretože problém je nelineárny ,mali by sme 
hlavne vychádzať zo správnosti Jacobiho rýchlej konvergencie. Pri nulovom sklone je 
koncentrácia dier v teplotnej rovnováhe. 
 
 
 
 
 
Obr.8  Koncentrácia dier s 0.5 V spätným spádom [1] 
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Obr.9   Charakteristika polovodičovej diódy v logaritmickej mierke; prevzaté z [1] 
 
Jeden z najdôležitejších faktorov v rovnici diódy je faktor ideality η. [1]   
 
 








−= 1kT
qV
eoII η            (9) 
 
Faktor η leží medzi 1 a 2. Kde η ~ 1 predstavuje ideálnu diódu . V dióde s η ~ 2  prúd 
kontrolovane vzniká a zaniká. V štvrtej charakteristickej krivke, môžeme rozpoznať dve rôzne 
zošikmenia v dióde s oblasťou so spätným spádom. Tieto zakrivenia sú závislé na faktore 
ideality. Prvý s η = 1.6 a druhý s η = 1.08 . Táto situácia je obvyklá pre obyčajnú silikónovú 
diódu. Pri malom spätnom spáde je rekombinačný prúd skoro kontrolovaný a keď sa spätný 
spád  zvýši, prúdová charakteristika sa stáva skoro ideálna (η ~ 1). [1] 
 
Comsol multiphysics využíva metódu konečných prvkov, pre riešenie parciálnych 
diferenciálnych rovníc. V nasledujúcej kapitole číslo 4 bude táto metóda predstavená 
a stručne vysvetlený jej základ. 
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4 Metóda konečných prvkov: 
 
Metóda konečných prvkov je obecnou metódou numerického riešenia parciálnych 
diferenciálnych rovníc. Pomocou tejto metódy je možné analyzovať štruktúry s ľubovoľnou 
geometriou, pretože celá analyzovaná štruktúra sa rozdelí na malé oblasti, ktoré pokrývajú  
celú štruktúru. Tieto oblasti sa nazývajú konečné prvky, kde v našom prípade sú tieto konečné 
prvky malé trojuholníčky a vrcholy trojuholníkov nazývame uzly. Na obr.(10) je vidieť, že 
v oblasti P-N priechodu a v oblasti anódy a katódy je hustota trojuholníkov veľká, pretože 
v každom konečnom prvku musia byť parametre štruktúry konštantné a v tomto okolí sa 
štruktúra podstatne mení. Sieť prvkov musí byť tým hustejšia, čím viac sa menia parametre 
štruktúry. 
 
 
Obr.10  Rozloženie trojuholníkovej siete  
 
Po diskretizácii štruktúry môžeme formálne vyjadriť aproximáciu hľadanej neznámej 
funkcie nad celou plochou každého prvku. Neznáma funkcia je obvykle aproximovaná 
lineárnou kombináciou zvolených aproximačných funkcií a neznámych aproximačných 
koeficientov. Zlúčením aproximácií nad všetkými N- konečnými prvkami dostávame celkovú 
aproximáciu nad analyzovanou oblasťou. [4] 
  
 Po získaní formálnej aproximácie dosadíme túto aproximáciu do pôvodného vzťahu. 
K tomuto vzťahu pripočítame chybovú funkciu tzv. rezíduum, ktoré je rovné rozdielu medzi 
presným riešením diferenciálnej rovnice a jej aproximáciou. Čím menšie bude rezíduum, tým 
bude aproximácia presnejšia. Pre minimalizáciu zostatkovej funkcie sa rovnako ako u metódy 
momentov používa Galerkinova metóda, ktorá postupne vynásobí rezíduum vhodnými 
váhovým funkciami a integruje tento súčin cez celý profil analyzovanej štruktúry. Ak 
dosadíme za váhové funkcie bázové funkcie všetkých uzlov, dostaneme N rovníc o N 
neznámych. [4] 
 21 
Vyriešením danej matice rovníc získame hodnoty doposiaľ neznámych uzlových 
intenzít. Zjednotením aproximácií nad všetkými prvkami dostávame globálnu aproximáciu vo 
všetkých bodoch štruktúry, nad ktorou sme hľadali riešenie zadané parciálnymi diferenčnými 
rovnicami.[4] 
 
Metóda konečných prvkov poskytuje informáciu o hľadanej funkcii v každom bode 
skúmaného priestoru. 
 
5 Optimalizácia 
Optimalizácia je metóda, ktorá hľadá najvhodnejšie riešenie daného problému. Meníme 
jednotlivé premenné optimalizovaného objektu a pozorujeme, aký to má vplyv na výsledné 
parametre tohto objektu. Optimalizačné metódy delíme na lokálne, ktoré zlepšujú parametre 
len v blízkom okolí a na globálne, ktoré zlepšujú parametre v celom priestore. 
Pokiaľ sa snažíme meniť len jediný parameter, hovoríme o jednorozmernej optimalizácii. 
Pokiaľ súčasne meníme viacej parametrov, hovoríme o multikriteriálnej optimalizačnej 
metóde ku ktorým patria napr. genetické algoritmy (GA) alebo Particle swarm optimization 
(PSO).  
 
V mojom prípade je použitá optimalizácia PSO, ktorá bola vyvinutá preto, aby 
prekonala optimalizácie pomocou genetických algoritmov, ktoré vychádzajú z Darwinovej 
teórie o vývoji druhov a neoptimalizujú naraz jediné riešenie, ale pracujú súčasné s celou 
skupinou rôznych riešení nazývajúcich sa populácie, na rozdiel od PSO optimalizácie. Metóda 
PSO sa vyznačuje jednoduchosťou algoritmu oproti GA. Podrobný algoritmus, popis a celú 
optimalizáciu PSO, ktorou sa zaoberám popisujem v kapitole 6. 
 
6 Particle swarm optimization (PSO) 
 
6.1. Úvod do problematiky 
Je to robustná stochatická evolučná výpočtová technika založená na pohybu 
a inteligencii roja. V tejto časti vám prinášam celkový pohľad podrobné vysvetlenie algoritmu 
PSO a tiež predstavím niekoľko výsledkov objasňujúcich chovanie roja v PSO algoritmu 
vyvinutom tvorcami v UCLA špeciálne pre optimalizácie. 
 
Použitie tejto optimalizácie bolo ukázané ako najúčinnejšie pri riešení optimalizácií 
viacrozmerných problémoch v rôznorodých poliach. Dodatočne táto nová stochastická 
evolučná výpočtová technika založená na pohybu inteligentných rojov včiel bola ukázaná 
v istých príkladoch k tomu, aby prekonali ostatné metodiky optimalizácie ako napríklad 
genetické algoritmy. [5] 
 
Predstavte si včelí roj, ktorého ciel je nájsť na poli najväčšiu hustotu kvetín. Bez 
akejkoľvek znalosti poľa, včely začnú v náhodných lokalitách s náhodnými počiatočnými 
rýchlosťami hľadať kvety. Každá včela si môže zapamätať lokalitu, kde našla najviac kvetín 
a nejakým spôsobom bude vedieť, kde ďalšie včely našli ďalšie lokality s väčším počtom 
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kvetín. Roztrhaný roj sa vracia späť do oblasti, kde osobne našiel najviac kvetín, alebo skúma 
umiestnenie ohlásené zostatkom roja, kde je väčšina kvetín, včela zrýchľuje v prevádzaní 
zmien v obidvoch smeroch svojej trajektórie k tomu, aby letela niekde medzi dva body 
v závislosti  na tom, či prevláda jej nostalgia alebo sociálny vplyv. obr.11a) 
 
 
 
 
 
Obr.11   Chovanie jednotlivcov v roji[5] 
 
a.) Částičky v PSO sú priťahované do oblasti s najväčšou koncentráciou kvetín nájdením 
celým rojom 
b.) Celý roj, potom čo bol pritiahnutý k oblasti s vysokou koncentráciou bude tiahnutý 
späť, potom čo sa ukáže že sa našla vyššia koncentrácia niekde inde. 
 
Po ceste k miestu s najväčšou nájdenou koncentráciou by mohla včela nájsť miesto 
s vyššou  koncentráciou kvetín, než to miesto, ktoré našla predtým. Tá by bola potom 
koncipovaná k tejto novej oblasti rovnako ako k oblasti s najväčšou koncentráciou kvetín 
objavených celým rojom. Príležitostne môže jedna včela preletieť nad miestom s viacej 
kvetinami než by sa mala stretnúť s každou včelou z roja. Celý roj by potom bol koncipovaný 
smerom k tej lokalite, ktorú osobne objavilo.  
 
Takto neustále prelietavajú a kontrolujú teritórium, kde našli veľkú koncentráciu 
kvetín,  porovnávajú ich a vyhodnotia absolútne najvyššiu koncentráciu kvetín. Nakoniec 
včelí let vedie k jednému miestu na poli s najvyššou koncentráciou kvetín. Zanedlho sa celý 
včelí roj zhromaždí okolo toho bodu. Bezmocný k tomu, aby našiel každé body s vyššou 
koncentráciou kvetín sú nepretržite ťahané späť do bodu s najväčšou koncentráciou obr.11b)  
Pri tomto pokuse chovania sa včiel na poli  si uvedomili  Kennedy a Eberhart že vynašli 
optimizátor. [5] 
 
V nasledujúcej sekcii predstavujem odborný jazyk použitý v diskusii o PSO, detailné 
vysvetlenie algoritmu, stratégie pre vyberanie algoritmických hodnôt, štúdium PSO 
hraničných podmienok. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 23 
 
6.2.Odborný jazyk 
Jazyk používaný v diskusii o PSO pochádza z analógie částiček v roji, rovnako ako 
analógia predstavovaná v úvode. Niektoré z kľúčových názvosloví : 
 
6.2.1 Particle or Agent  
Každý jednotlivec vo včeľom roji sa nazýva částička alebo agent. Všetky zložky v roji 
sa chovajú jednotlivo, ale pod rovnakým riadiacim princípom: zrýchliť  smerom k najlepšej 
osobnej, alebo najlepšej celkovej oblasti, zatiaľ čo kontroluje hodnoty z jej aktuálnej oblasti. 
 
6.2.2 Position  
 Ako analógiu miest som uviedol včelí roj na poli reprezentovaný súradnicami x-y. 
Obecne si môžeme tuto ideu rozšíriť do N- dimenzionálneho priestoru podľa riešeného 
problému. Tento N- dimenzionálny priestor je priestor pre riešenie problému optimalizovať, 
kde každý súbor súradníc predstavuje riešenie toho problému. Obecne by potrebovala byt 
každá hodnota optimalizovaná. Znižovanie problému optimalizácie k množine hodnôt, ktorý 
by mohol predstavovať pozíciu v priestore je základným krokom využitím v metóde PSO 
 
6.2.3 Fitness  
 Ako vo všetkých vývojových výpočtových technikách musí byt nejaká funkcia, alebo 
metóda k tomu, aby ohodnotila  silu pozície. Funkcia musí zobrať pozíciu v priestore, 
vypočítať a vrátiť jednotlivé číslo, ktoré predstavuje hodnotu na danej pozícii. V našom 
prípade je funkcia fitness hustota kvetín v danej oblasti. Čím vyššia hustota, tým je  lepšie 
umiestnenie. Funkcia fitness poskytuje rozhranie medzi fyzickým problémom a algoritmom 
optimalizácie. 
 
6.2.4 Pbest - Personal best (osobne nájdená najlepšia lokalita) 
  V našej analógii, každá včela si pamätá oblasť, kde sa osobne stretla s najväčšou 
hustotou kvetín. Toto umiestnenie s najvyššou osobne objavenou hodnotou fitness je známe, 
ako najlepšia nájdená lokalita alebo ako “pbest“ Každá včela má svoje vlastné pbest určené 
cestou, ktorou letela. V každom bode podľa svojej cesty si včela porovná hodnotu fitness 
z aktuálnym umiestnením z pbest. Ak  má aktuálne umiestenie vyššiu hodnotu fitness, pbest 
je nahradený s jeho aktuálnym umiestnením. 
 
6.2.5 Gbest - global best (celkovo nájdená najlepšia lokalita) 
Každá včela tiež mala akýsi spôsob vedomosti, že poznala koncentráciu kvetín 
objavených celým rojom. Toto umiestnenie najvyššej hodnoty fitness je známe ako global 
best alebo gbest. Pre celý roj je len jedna hodnota gbest, ktorou je každá včela priťahovaná.  
V každom bode podľa svojej cesty každá včela porovná fitness svojej aktuálnej pozície 
s gbest. Ak je včela v oblasti vyššieho fitness, gbest  bude nahradený aktuálnou pozíciou na 
ktorej včela našla najvyššiu hodnotu fitness. 
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6.3. Porozumenie pojmov PSO 
Úlohou bolo vyvinúť algoritmické nástroje potrebné pre realizáciu optimalizácie. Nebol 
žiadny verejne dostupný PSO kód vhodný pre optimalizačné inžinierstvo. Tak sa autori 
rozhodli vyvinúť ich vlastný PSO kód UCLA-PSO s funkčným rozhraním potrebným k tomu, 
aby vyriešilo rôznorodosť inžinierskych problémov. Je to UCULA-PSO umožňujúci 
generovať výsledky a príklady. 
 
 
6.3.1 Vymedzený priestor riešenia 
Prvý krok k realizácii PSO je vybrať si parametre, ktoré chceme optimalizovať a dať 
im racionálny rozsah, v ktorom má hľadať optimálne riešenie. Toto vyžaduje špecifikáciu 
minimálnej a maximálnej hodnoty pre každú dimenziu v N-dimenzinalnej optimalizácii.  
 
6.3.2 Definícia funkcie fitness 
Tento dôležitý krok poskytuje spojenie medzi algoritmom optimalizácie a fyzického 
sveta. Je to rozhodujúce, aby bola vybraná dobrá funkcia presne znázorňujúca dobré riešenie. 
Funkcia fitness by mala ukazovať funkčnú závislosť, ktorá je vzťažná k významu každej 
optimalizovanej vlastnosti. Funkcia fitness a riešenie musí byť špecificky vyvinuté pre každú 
optimalizáciu. Zostatok implementácie je nezávislí na fyzickom systéme. 
 
6.3.3 Inicializácia náhodnej lokality roja a rýchlostí částičiek 
  Pred začatím  hľadania optimálnej pozície v priestore riešenia, má každá častička 
svoje vlastné náhodné umiestnenie s náhodnou rýchlosťou, ktorá je v jej smere. 
 
6.3.4 Systematický let částičky cez priestor počítania 
  Každá částička sa presúva cez priestor riešenia tak, ako keby to bola jedna včela v roji 
včiel. Algoritmus pôsobí na každú častičku jednu po druhej , posúvajúci sa o malú hodnotu 
a cyklicky cez celý roj. Nasledujúce kroky sa odohrávajú na každej čiastočke jednotlivo. 
Obr.12 [5] 
 
 
Obr.12   jednotlivé částečky sú zrýchlené smerom k miestu s najlepším riešením [5] 
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6.3.4.1 Vyčíslenie funkcie fitness 
 Funkcia fitness používa koordinované čiastičky v priestore riešenia, vracia hodnotu 
fitness, ktorá je priradená k aktuálnemu umiesteniu. Ak je hodnota väčšia ako hodnota 
v príslušnej pbest  pre částičku, alebo gbest, potom sú príslušné lokality nahradené aktuálnym 
umiestnením. 
 
6.3.4.2 Aktualizácia rýchlostí částičiek  
Manipulácia rýchlostí částiček je hlavný prvok celej optimalizácie. Dôkladné 
porozumenie rovností používané pre určovanie rýchlosti je kľúčové k celkovému 
porozumeniu optimalizácie. Rýchlosť čiastočky sa mení podľa umiestnenia lokalít pbest 
a gbest. Je zrýchlená smerom do týchto lokalít najväčšieho fitness, podľa nasledujúcej rovnice 
[5]. 
 
)(*())(*()*
,2,1 nnbestnnbestnn xgrandcxprandcvwv −+−+=        (10) 
 
vn – rýchlosť částičky v N- tej dimenzii 
xn – koordinovaná častička v N- rozmernom poly  
w - inerciálna hmotnosť 
 
Tento výpočet je urobený pre každú N- dimensiu  v N- dimenzionálnej optimalizácii. 
Je zjavné z tejto rovnice, že nová rýchlosť je jednoducho rýchlosť stará rýchlosť zväčšená 
smerom do gbest a pbest o odporučený rozmer. c1 a c2 je faktor približovania, ktorý určuje 
relatívny „ťah“ pbest a gbest. Tieto sú niekedy označované ako poznávací a sociálny stupeň 
v tomto poradí. Respektíve  c1 je faktor určovania, koľko čiastočiek je ovplyvňovaných 
pamäťou svojej najlepšej lokality a c2 je faktor určovania, koľko čiastočiek je 
ovplyvňovaných zostatkom roja. Zvýšenie c1 povzbudzuje skúmanie priestoru riešenia ako 
vlastný pohyb částičky k pbest, zvýšenie c2 povzbudzuje ťažbu z predpokladaného globálneho 
maxima. [5] 
 
Náhodné číslo rand() vracia číslo medzi 0.0 a 1.0, To je obecný prípad, ktorý  sa 
dvakrát vyskytuje vo funkcii (10) predstavuje dve oddelené volania funkcie. Najväčšia 
implementácia používa dve nezávislé náhodné čísla stochatisky meniace relatívny „ťah“ 
z gbest a pbest.  
 
Tento úvod z náhodného prvku do optimalizácie sa zamýšľa k tomu, aby simuloval 
ľahkú nepredvídateľnú súčasť prírodného chovania roja. w je známe ako inerciálna hmotnosť 
a toto číslo (vybrané medzi 0.0 a 1.0)  určuje nakoľko částička zostáva podľa svojho 
originálneho kurzu neovplyvneného „ťahom“ gbest a pbest. Toto je taktiež spôsob, ako dať do 
rovnováhy skúmanie a explotáciu. Pohyb částičky môže byt vystopovaný podľa (10). Zložky 
najvzdialenejšie od gbest, alebo pbest pociťujú najväčší „ťah“ z príslušných lokalít, a preto sa 
pohybujú smerom k nim rýchlejšie ako častičky, ktoré sú bližšie. Čiastočky pokračujú 
v zrýchľovaní smerom do lokality s najväčším fitness, pokiaľ k nim neprejdú. V tom bode 
začnú byt tiahnuté späť v opačnom smere. Je to prelietavanie v oblasti globálneho maxima 
a veľa špecialistou verí, že  je to jedno z tajomstiev úspechu metódy PSO. [5] 
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6.3.4.3 Pohyb částiček 
 Ako náhle bola určená rýchlosť,  je jednoduchý pohyb částičky do ďalšej lokality. 
Rýchlosť je použitá pre daný časový krok ∆t,  obyčajne vybraný jeden a nové súradnice xn sú 
vypočítané pre každý rozmer podľa nasledujúcej rovnosti [5] : 
 
                                                       vnn vtxx *∆+=         (11) 
 
Částička sa potom presunie do vypočítanej lokality (11). Zmiešaná povaha tohto 
algoritmu zloženého z niekolko nezávislich zástupcov, robí obzvlášť nápomocné prevedenie 
pri počítani paralelných procesov. 
 
6.3.5 Opakovanie  
 Po tomto procese sa pre každú částečku v roji proces opakuje a začína v kroku 4 
(predchádzajúci krok) , týmto spôsobom nadobúdajú zložky diskrétnych hodnôt než sú 
rozdelené do časových intervalov. Je to ako snímok zobratý z kompletného roja každú 
sekundu. V tejto dobe je pozícia všetkých zložiek ohodnotená a korekcie sú prevedené na 
pozícii pbest, a gbest . Opakovanie tohto cyklu pokračuje, až pokiaľ nie sú splnené kritéria. 
Existuje niekoľko metód, ako určiť tieto obmedzujúce kritéria. Najčastejšie používané 
kritérium v optimalizáciách s UCLA-PSO je maximálny počet iterácií. S touto podmienkou 
obmedzenia PSO končí ak začne proces od kroku 4 a bol opakovane definovaný užívateľom. 
Iné kritérium dostupné pri UCLA-PSO je cieľové obmedzenie podmienky fitness. S touto 
voľbou beží PSO pre množstvo iterácií definované užívateľom, ale kedykoľvek sa nájde 
riešenie väčšie alebo rovné cieľovej hodnote fitness, potom PSO zastaví v tomto bode.  
 
Toto je užitočné vtedy, ak funkcia fitnes má zvláštny ciel inžinierskeho navrhovania 
a nie je to práve to najlepšie riešenie. V niektorých prípadoch, ak je zistené riešenie lepšie ako 
hodnota fitness, je riešenie najlepšie a nie je žiadny dôvod, aby cyklus pokračoval ďalej. 
Konečné kritérium požívané u UCLA-PSO je minimálna smerodajná odchýlka minSTD od 
kritéria. Táto podmienka, ktorá môže byt použitá a každej kombinácii so spomenutými 
kritériami , porovnáva STD všetkých zložiek zo minSTD. Ak je aktuálna hodnota STD 
menšia ako zadaná hodnota minSTD užívateľom , potom všetky zložky sa uspokojivo blížia 
k gbest a beh je ukončený s predpokladom, ktorý PSO stagnoval okolo toho to bodu. Pre toto 
obmedzujúce kritérium je dôležité vypočítať STD vzťažné k dynamickej rade každej 
dimenzie a považuje účinok zotrvačnej váhy. [5] 
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Obr.13   funkcia 2-D predstavuje vzorový priestor riešenia hľadaný technológiou PSO [5] 
 
Obrázok 13 zobrazuje aktuálne zložky v UCLA-PSO presúvané smerom k maximu 
dvojdimenzionálnej funkcie 13a.  Bodky v obrázku 13b a 13c reprezentujú umiestnenie 
zložiek a šípky ukazujú smer a veľkosť ich rýchlosti.  Hviezdičky predstavujú rôzne lokality 
pbest. Najlepšie z týchto lokalít sa stáva gbest.  Po prvej iterácii sú tam rozsiahle rozšírené 
lokality zložiek a pbest. Vektor rýchlosti je relatívne veľký , a vykazuje veľa pohybu v prvých 
priebehoch iterácií. Po dve stej iterácii (opakovaní) sú zložky a ich pbest lokalizované okolo 
globálneho maxima. Rýchlosti v tesnej blízkosti pbest a gbest zložiek sú očakávané pomerne 
malé. Tu je roj viditeľný ako zložky prelietavajúce  nad gbest a sú tiahnuté späť smerom ku 
globálnemu maximu. [5] 
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6.4 Výber parametrov a hodnôt   
Veľa práce bolo urobené pre porozumenie a vyvinutie ideálnych parametrov pre 
realizáciu PSO. Cieľom bolo vyvinúť algoritmus s optimálnu rovnováhou medzi globálnym 
skúmaním a exploatáciou v miestach maxím. Jeden z prvých problémov s ktorým sa stretli 
behom PSO, bola schopnosť riadiť vyhľadávaný priestor skúmaným rojom. Bez akýchkoľvek 
hraníc alebo limitov pre rýchlosti, jednotlivci mohli v podstate preletieť nad priestorom 
riešenia. Jeden prístup v riešení týchto problémov je jednoducho presadiť maximálne 
dovolené rýchlosti nazývané vmax.  
 
Eberhart a Shi zistili, že bez zotrvačnej váhy (w=1) vmax bude najlepšie stanovený okolo 
10-20% z dynamickej rady každej dimenzie.  Eberhard a Kenedy poznamenali, že PSO sa 
vykoná lepšie, keď vmax v každej dimenzii bude rovný dynamickej rade tej dimenzie. [5] 
Podobné výsledky boli ukázané na založení pozorovania parametrickom štúdiu urobenom 
Carlislom a Dozierom. Ranná práca urobená vývojármi PSO (pokus a omyl) viedla 
k lepšiemu výberu pre c1 a c2 a to pre každé 2,0. Toto sa stalo štandardom v literatúre až do 
nedávna. [5] 
  
 Rôzne hodnoty zotrvačných váh boli navrhované preto, aby sa pokúšali zistiť rozdiele 
medzi globálnym skúmaním a miestnou exploatáciou.  Väčšie zotrvačné váhy inklinujú 
k povzbudeniu globálnemu skúmaniu následkom částičiek presunutím ťahom z pbest a gbest 
a miesto toho preferujú k tomu, aby leteli bližšie jeho pôvodného smeru. Analógia je 
namáhavejšia k tomu, aby ovplyvňovala ťažké zložky odchyľujúce sa od ich dráhy letu. 
Naopak, malá zotrvačná váha povzbudzuje miestnu explotáciu v tom , že sú částičky rýchlo 
tiahnuté smerom k pbest a gbest. [5] 
 
Slovo varovanie pri použití tejto techniky je vzaté u výberu rozumného množstva 
iterácií. Ak je maximálne množstvo iterácií je príliš veľké, PSO môže stagnovat a čakať na 
zníženie zotrvačnej váhy k tomu, aby začala explotácia v maxime. Bolo pozorované že zložky 
inklinujú k oscilácií okolo maxima, vždy keď prelietavajú nad maximom, predtým než sú 
tiahnuté späť v opačnom smere obr. 14 [5]. 
 
Tento obrázok 14 ukazuje aktuálne dáta z UCLA-PSO, ktoré demonštrujú tento 
fenomén pre jednorozmernú optimalizáciu funkcie sinc. Ako vidíme z obrázku, klesajúca 
zotrvačná váha má účinok tlmenia oscilácií. Tak pod vplyvom tlmenia, zložky oscilujú 
a začnú sa zbiehať okolo maxima a nájdu vyššiu hodnotu. 
Clerc a Kennedy, cez analytickú analýzu PSO vyvinuli alternatívnu reprezentáciu pre 
rýchlosti [5]:  
 
))(*())(*()(
,2,1 nnbestnnbestnn xgrandxprandvKv −+−+= ϕϕ            (12) 
 
Kde K je faktor určený z nasledujúcich dvoch rovností [5]:  
 
4;21 >+= ϕϕϕϕ
           (13) 
ϕϕϕ 42
2
2
−−−
=K               (14) 
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Typická hodnota φ=4.01 sa ukázala ako dobrý výber, urobenie štandardného výberu pre 
K bude 0,729. Obvyklí výber pre φ1 a φ2 bude 2,05 . [5] 
 
 
 
 
 
 
Obr.14  a.) S veľkou konštantou zotrvačnej záťaže zložky oscilujú sem a tam okolo gbest  
určené v x=0 
  b.) Navzdory rýchlemu prechodu z gbest do globálneho maxima, priemerná 
hodnota fitness zostáva vcelku na nízkej úrovni kvôli kmitaniu částičiek. 
  c.) Kvôli klesajúcej zotrvačnej záťaži kmitanie částičiek okolo gbest je tlmené 
a blíži sa ku globálnemu    maximu x=0 
  d.) Na rozdiel od obrázka b, priemerná hodnota fitness sa blíži najlepšej hodnote 
fitness ako částičky konvergujú smerom do globálneho maxima [5] 
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6.5.Hraničné podmienky  
Často v technických použitiach požadujeme, aby sa obmedzilo hľadanie ako je len 
fyzicky možné. Skúsenosť ukázala, že vmax, zmenšujúce faktory a zotrvačné váhy nie vždy 
obmedzia částičky vo vnútri priestoru riešenia. Pre pochopenie tohto problému, autori použili 
tri rôzne hraničné podmienky (pozri obr. 15). 
 
 6.5.1 Absorpčná stena  
Keď částička narazí na hranicu priestoru riešenia v jednom z dimenzií, rýchlosť v tej 
dimenzii bude nulová a částička bude nakoniec tiahnutá späť smerom k dovolenému priestoru 
riešenia. V tomto zmysle steny absorbujú energiu částičiek pokúšajúcich sa uniknúť 
z priestoru riešenia. 
 
 6.5.2 Odrážajúce steny  
  Keď částička narazí na hranicu priestoru riešenia v jednom z dimenzii, znamienko 
rýchlosti v tej dimenzii sa zmení a částička sa odrazí späť smerom k priestoru riešenia. 
 
 6.5.3 Neviditeľná stena  
Čiastočky majú povolené letieť bez akéhokoľvek fyzického obmedzenia. Čiastočky sa 
potulujú mimo dovoleného priestoru a nie sú vyčíslené pre funkciu fitness.  
 
 Motiváciou pre túto techniku bolo skrátiť dobu počítania len  zhodnotením toho , čo 
je v dovolenom priestoru riešenia, zatiaľ čo nezasahuje do prírodného prirodzeného pohybu 
roja. 
 
 
Obr.15 a.) Okrajová podmienka pre absorpčnú stenu, kedy částička dosahuje hranicu 
parametru 2, rýchlosť v tej dimenzii je nulová. 
b.) Okrajová podmienka pre odrážajúcu stenu, znamienko rýchlosti sa v druhej 
dimenzii zmení, keď částička dosiahne hranice. 
c.) Okrajová podmienka pre neviditeľnú stenu, keď má částička povolené letieť cez   
hranicu parametru 2 , ale fitness taktových to zložiek mimo priestor počítania nie 
je zahrnutý do výpočtu. [5] 
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7 Praktická časť v Matlabe 
V poslednej časti tejto práce bolo uvažované dosiahnuť čo najpresnejších výsledkov pri 
optimalizácii navrhovanej diódy. Bolo využité toho, že Comsol multiphysics býval kedysi 
nadstavbou programu Matlab a úzko spolu spolupracovali. 
 
Najskôr bola namodelovaná požadovaná vysokofrekvenčná dióda v programe Comsol 
Multiphysics, kde sa dalo exportovať daný model diódy v podobe m-file a spustiť tento súbor 
v Matlabe. 
 
Tento exportovaný m-file bol upravený a sprehľadnený. Takto upravený súbor sa 
potom ,,volal“ ako funkcia v hlavnom zdrojovom kóde, ktorá predstavovala samostatnú 
optimalizáciu  pomocou PSO. 
 
 Vstupnými parametrami optimalizácie bolo počet generácií G a počet jedincov I, na 
ktorých závisela kvalita optimalizácie. V hlavnom zdrojovom kóde bola nastavená ako pevná 
hodnota prúd Ic, ku ktorému by mala optimalizácia dospieť. V prvých krokoch počítania boli 
náhodne vygenerované koncentrácie od 1e18 až 1e24 pre NApmax a od 1e21 až 1e24 pre 
NDn a v tomto rozsahu sa výpočet držal počas celého optimalizačného procesu. Potom už 
nastáva hlavná optimalizácia, ktorá dospeje až k najlepšiemu výsledku závislého na 
vstupných zvolených hodnotách, čo sú počet iteračných krokov a počet jedincov. 
 
  Po vykonaní niekoľkých optimalizácií s rôznym počtom krokov a počtom jedincov, 
bol nájdený najlepší výsledok koncentrácií ako 1e 23,1519 pre NApmax a 22,0505 pre NDn. 
Pre tento výsledok bolo zvolené počet generácií 20 a počet jedincov 15. Priebeh chybovej 
funkcie môžeme vidieť na obrázku 16. Výsledné koncentrácie boli prenesené do programu 
Comsol Multiphysics, kde bola zobrazená vypočítaná V-A charakteristika a porovnaná 
s požadovanou V-A charakteristikou obr.17 a obr 18  
 
 
Obr.16   Priebeh chybovej funkcie pre 20 iterácií a 15 jednicov 
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Obr.17   Výsledná V-A charakteristika počítaná z koncentrácií vypočítaných pomocou PSO 
pre 20 generácií a 15 jedincov 
 
 
Obr.18   Pôvodná V-A charakteristika  
 
Pri porovnaní týchto charakteristík je vidieť, že charakteristika získaná z koncentrácií  
vypočítanými pomocou PSO je strmšia a prahové napätie je zhodné 0,65 V.  
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Po prevedení niekoľkých optimalizácií som vybral zopár výsledkov, ktoré môžete 
vidieť v tabuľke 1 a ich výstupné V-A charakteristiky na obrázku 19a,b,c. 
 
Výsledky koncentrácií po optimalizácii 
< počet generácií ; počet jedincov > < 5 ; 10 > < 10 ; 4 > < 20 ; 15 > < 4 ; 2 > 
NAp_max   [m-3] 1e22,8748 1e22,9037 1e23,1519 1e23,6327 
NDn            [m-3] 1e21,4848 1e22,0154 1e22,0505 1e21,0541 
 
Tab.1 Výsledky koncentrácií po optimalizácii 
 
 
 
Obr.19a   V-A char. pre koncentrácie                 Obr.19b V-A char. pre koncentrácie           
   získané metódou PSO <5;10>                                       získané metódou PSO <4;2>   
 
 
 
Obr.19c V-A char. pre koncentrácie získané metódou PSO <10;4>   
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8 Záver 
Pri optimalizácii navrhovanej vysokofrekvenčnej diódy sa venovala pozornosť na to, 
aby sa výsledky návrhu čo najviac podobali reálnej komerčne vyrábanej dióde a model 
navrhovanej diódy pôsobil čo najdôveryhodnejšie. Takto navrhnutá dióda nám umožnila 
lepšie pochopiť fyzikálnu podstatu všetkých javov, ktoré v dióde nastávajú, a umožňuje nám 
preskúmať, aké parametre diódy majú najväčší vplyv na jej vlastnosti. 
 
V prvej časti bolo cielom práce pochopiť priebehy dejov, ktoré nastavajú v oblasti PN 
priechodu. Toto bolo skúmané prostredníctvom dodaného programu Comsol Multiphysics, 
kde sa dalo chovanie elektrónov a protónov v oblasti prechodu skúmať pomocou grafického 
zobrazenia  javov v dióde. Modelovaním bolo zistené, že pri nulovom sklone je koncentrácia 
dier v teplotnej rovnováhe, s 0.5 spätným sklonom, diery z oblasti P nasledujú dovnútra cez 
oblasť z menším dopovaním bez významnej rekombinácie. To znamená, že koncentrácia dier 
vzrastá individuálne v oblasti typu N. 
 
Pri zvyšovaní dopovania NDn max sa zvyšuje napätie, kedy začne dióda v priepustnom 
smere prepúšťať a zvýši sa strmosť V-A charakteristiky a tým aj prúd Ic. Pri skúmaní 
najlepšej optimalizácie nastavenia dopovania dier a elektrónov som sa pokúšal dosiahnuť 
vlastnosti reálnej vysokofrekvenčnej polovodičovej diódy, čo sa aj podarilo. Vypočítané V-A 
charakteristiky sa približne zhodovali. 
 
V druhej časti bolo cielom optimalizovať dosiahnuté výsledky získane programom 
Comsol Multiphysics. Optimalizácia prebiehala zmenou  koncentrácie dier v oblasti – P 
a koncentrácie elektrónov oblasti - N. Pri zvyšovaní dopovania elektrónov v oblasti typu N sa 
zvyšovalo napätie, keď začne dióda v priepustnom smere prepúšťať a zvýši sa aj strmosť V-A 
charakteristiky. Pri tomto zvyšovaní sa posúva napätie, pri ktorom sa dióda stáva vodivá. 
U reálnej diódy je toto prahové napätie približne 0.6 V, ako vidieť na obrázku 20. Nastaviť 
prahové napätie na namodelovanej dióde sa dalo pomocou zmeny koncentrácie  dier 
a elektrónov, ale pri nastavení tohto napätia na 0.6 V došlo k veľkému poklesu prúdu Ic čo 
vidieť na obrázku 21, keď prúd pri hodnote 1V  klesne až  o jeden riad z 1 mA na 0.1 mA , 
prahové napätie dokážeme namodelovať aj na hodnotu 0.23 V čo by zodpovedalo prahovému 
napätiu u germániovej diódy, ale hodnota prúdu Ic klesne až o 4 riady na hodnotu 3.10-7 A, čo 
už je neprípustné. Túto V-A charakteristiku je možno vidieť na obrázku číslo 23. 
 
Pri dosiahnutý optimálneho prahového napätia tak, aby nebol prúď Ic radikálne znížený 
som prešiel k zmene geometrie diódy a snažil sa dosiahnuť zvýšenie prúdu Ic. Oblasť PN 
priechodu sa v namodelovanom modeli nedala  prispôsobovať zmenou geometrie, pretože pri 
zmene rozmerov dochádzalo pri výpočte v programe k chybám spôsobeným tým že výpočet 
nekonvergoval. Oblasť okolo PN priechodu bola veľmi citlivá na zmeny geometrie. Tak som 
od tejto realizácie upustil a presunul som svoje riešenie optimalizácie do programu Matlab, 
v ktorom som vytvoril jednoduchý optimalizačný program pre čo najlepšie dosiahnutie 
požadovaných výsledkov. 
 
  Ako optimalizačná metóda bola použitá známa metódu PSO, ktorá dokáže riešiť aj 
viacrozmerné problémy v rôznorodých poliach, a pomocou ktorej som sa pokúšal o čo 
najpresnejšie výsledky. Ako hraničná podmienka bola použita Absorpčná stena, ktorá sa 
v tomto projekte osvedčila ako najlepšie riešenie. Táto hraničná podmienka je žaložená na 
tom, že ak částička narazí na hranicu priestoru riešenia v jednom z dimenzií, rýchlosť v tej 
dimenzii bude nulová a částička bude nakoniec priťahovaná späť smerom k dovolenému 
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priestoru riešenia. V tomto zmysle steny absorbujú energiu částičiek pokúšajúcich sa uniknúť 
z priestoru riešenia. Táto podmienka aj umožnila stabilizovať program proti kolízii, pretože 
som nastavil presné hranice, v ktorých má počítat výsledné koncentrácie. 
 
V priloženom programe je možno vidieť, že bola použitá ako hraničnú hodnotu, keď 
začne stena absorbovať hodnotu 1e24. Táto podmienka bola určená na základe 
predchádzajúcich skúmaní  v Comsole, kde pri prekročení tejto hranice začalo riešenie 
divergovať a počítanie sa zastavilo. Preto bola použitá práve táto hodnota, aby systém 
nezlyhal. 
 
Ako konštanty c1 a c2 boli zvolené 1,49 na základe pozorovania tejto metódy pri 
optimalizácii návrhov antén, kde sa tieto konštanty osvedčili. 
Konštanta c1 je faktor určovania, koľko čiastočiek je ovplyvňovaných pamäťou svojej 
najlepšej lokality a c2 je faktor určovania, koľko čiastočiek je ovplyvňovaných zostatkom 
roja. 
 
Hraničné podmienky koncentrácií boli zvolilené v rozsahu 1e18 – 1e24 , čo bolo 
zistené, ako najlepší rozsah v programe Comsol Multiphysics. V tomto rozmedzí bolo 
počítané aj optimálne riešenie metódou PSO. 
 
Pri simulácii pri počte 20 iteračných krokov a počte jedincov 15, boli vypočítané 
výsledky NApmax = 1e23,1519 a NDn = 1e22,0505 postačujúco presné a spresnili tak 
výsledky dosiahnuté optimalizáciou v Comsole Multiphysics. Priebeh chybovej funkcie 
konvergoval k nule (obr.16). Simulácia pomocou PSO bola časovo náročnejšia  na 
dosiahnutie veľmi presných výsledkov. Pri malom počte opakovaní sme dostali výsledok dosť 
nepresný tak sme museli opakovanie podstatne zväčšiť.  
 
Optimalizácia PSO sa ukázala ako všestrane využitelný algoritmus, ktorý je najúčinnejší 
pri riešení optimalizácií viacrozmerných problémov v rôznorodých poliach. 
 
Obr.20   Charakteristika reálnej kremíkovej  polovodičovej diódy BAS116  
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Obr.21   Charakteristika namodelovanej polovodičovej diódy, prahové napatieUp=0.6V 
 
 
Obr.22   Charakteristika namodelovanej polovodičovej diódy, prahové napatieUp=0.7V 
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Obr.23   Charakteristika namodelovanej polovodičovej diódy, prahové napatieUp=0.23V 
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Zoznam skratiek a symbolov  
Pre Comsol Multiphysics: 
 
Dn a Dp  [m2/s]   je rozptylnosť nosičov  
Jp    [A/cm2 ] dierová hustota prúdu 
Jn   [A/cm2] elektrónová hustota prúdu 
µn a µp   [m2/Vs ] je pohyblivosť nosičov  
n   [m-3]  koncentrácia dier 
N   [- ]  predstavuje fixné zaťaženie pridružené s ionizovanými darcami 
n1 a p1   [m-3]   sú parametre súvisiace s energetickou hladinou paste (ak je  
pasca 
ni    [m-3]  skutočná koncentrácia nosičov  
NAp max     [m-3]   špička z rozptylového tvaru 
NDn
          
[m-3]   dopovanie z epitaxnej vrstvy  
NDn max     [m-3]   dopovanie zo substrátu 
p    [m-3]  koncentrácia elektrónov  
q     [C]  elementárny náboj 
τn a τp   [µs]  životnosť nosičov 
umiestnenáxv strede pásma, potom n1 a p1 sa rovná ni) 
RSRH    [-]  predstavuje Shockley-Read-Hall rekombináciu (ako hlavný  
proces rekombinácie používa medzeru v pásme zakázaného  
polovodiča ) 
Ψ    [V]  indikuje elektrostatický potenciál 
 
 
 
Pre PSO v Matlabe: 
 
c1    [-]  je faktor určovaní koľko čiastočiek je ovplyvňovaných pamäťou  
svojej najlepšej lokality 
c2   [-]  je faktor určovania koľko čiastočiek je ovplyvňovaných  
zostatkom roja 
cn  [-]  člen pre optimalizačné podmienky 
G    [-]  počet iteračních krokov (generací) 
I   [-]  počet jedincov 
∆t   [-]  dĺžka iteračného kroku 
vmax   [-]  maximálna dovolená rýchlosť 
vn   [-]  aktuálna rýchosť jedincov 
vn+1   [-]  nová rychosť pohybu jedincov 
w   [-]  inerciálna hmotnosť 
xn    [-]  koordinovaná častička v N- rozmernom poly  
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9 Prílohy 
9.1 Postup modelovania v Comsole Multiphysics 
1. V záložke model navigátor vyberieme 2D priestorovú dimenziu 
2. Rozklikneme si záložku Comsol Multiphysics potom Elektromagnetics a zvolíme 
položku Elektroststics. V element liste nastavíme Lagrange – Quadratic a dáme vložiť. 
3. Ďalej rozklikneme záložku Comsol Multiphysics potom diffusion ďalej Convention 
a diffusion a zvolíme položku Steady-state analisis. V element liste nastavíme 
Lagrnage-Quadratic, pomenujeme to v depend variables ako cn a dáme vložiť. 
4. V application mode properties zvolíme v záložke Equation položku conservative 
a v záložke Weak Constraints položku Ideal. 
5. Rozklikneme záložku Comsol Multiphysics potom diffusion ďalej Convention 
a diffusion a zvolíme položku Steady-state analisis. V element liste nastavíme 
Lagrnage-Quadratic, pomenujeme to v depend variables ako cp a dáme vložiť. 
6. V application mode properties zvolíme v záložke Equation položku conservative 
a v záložke Weak Constraints položku Ideal. Dáme OK a spustíme aplikáciu. 
 
 
 
Obr.24  Základné nastavenie v Model navigator.  
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7. Po spustení nového projektu si najprv si v lište vyberieme položku options a zvolíme 
constants a vložíme dané konštanty :  
 
Obr.25  Konštanty 
 
8. Nakreslíme základnú geometriu diódy :  
 
Obr.26 Geometria diódy a rozmery.  
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9. V lište Options vyberieme Expressions a klikneme na Scalar expressions a vložíme 
nasledujúce údaje :  
 
Obr.27  Skalárne výrazy 
 
10. Nastavíme Hraničné podmienky pre všetky tri zvolené položky. V lište zvolíme 
Boundary settings. 
- Electrostatics (es) : 
 
 
                 Obr.28a  Hraničné podmienky 
 
- Convectin and Diffusion (cd) : 
 
 
Obr.28b  Hraničné podmienky 
 
- Convectin and Diffusion (cd2) : 
 
 
Obr.28c  Hraničné podmienky 
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Obr.29  Hraničné podmienky, nastavenie Zerochrge/Symetry.  
 
11. V lište vyberieme Physics a zvolíme subdomain setting a nastavíme ich pre všetky tri 
zvolené položky :  
 
- Electrostatics (es) : 
 
Obr.30a  Nastavenie subdomén 
 
V priečinku Init zadáme následujúcu hodnotu 
 
 
Obr.30b  Nastavenie subdomén 
 
 
- Convectin and Diffusion (cd) : 
 
 
Obr.30c  Nastavenie subdomén 
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V priečinku Init zadáme nasledujúcu hodnotu 
 
 
Obr.30d  Nastavenie subdomén 
 
 
- Convectin and Diffusion (cd2) : 
 
 
Obr.30e  Nastavenie subdomén 
 
 
V priečinku Init zadáme nasledujúcu hodnotu 
 
 
Obr.30f  Nastavenie subdomén 
 
 
12. Nastavenie trojuholníkovej siete. V lište mesh vyberieme Free mesh parameter,   
zvolíme záložku boundary. Nastavíme boundaries 2,4,5 a 9 na hodnotu 1e-7 
v maximum element size a zvolíme remesh, mala by sa nám vygenerovať sieť 
trojuholníkov. 
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Obr.31  Rozloženie trojuholníkovej siete .  
 
13. Po vygenerovaní siete môžeme nastaviť parametre počítania.  
- V lište solve vyberieme Solver paramaters.  
- V Solver liste zvolíme Parametric 
- Name of parameter pomenujeme Va  
- V list of parameter values zvolíme typ 0:0.025:1 
- Prepneme sa do stacionary a vložíme do položky Maximum 
number of iteratins hodnotu 50. 
- Zvolíme Highly nonlinear problem v check boxe 
- Spustíme počitanie stisknutím tlačidla solve 
 
14. Zobrazenie vypočítaného výsledku prevediem tak že vyberieme v lište postprocesing 
zvolíme Plot parameters kde v záložke Surface napíšeme do kolonky expressions 
log10(cp) a stiskneme tlačidlo OK a zobrazí sa nám vysledok :  
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Obr.32  Koncentrácia dier s 0.5 V spätným spádom.  
 
 
 
15. Pre zobrazenie výstupnej volt-apérovej charakteristiky prejdeme v lište postprocesing 
do Domain plot parameters kde vyberieme Point plot type a označíme v parameter 
value všetky parametre okrem 0. Zvolíme logaritmickú mierku stisnutím tlačidla 
Title/axis kde v Title/axis setting zvolime log scale. V point tab zvolíme do položky 
point expresion Ic. Označíme vertex 1 a klikneme na tlačidlo OK a zobrazí sa nám 
výsledok vo V/A charakteristike obr.33.  
 
Obr.33   Charakteristika polovodičovej diódy v logaritmickej mierke 
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Obr.34  Výsledná V-A charakteristika polovodičovej diódy 
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9.2 Grafické rozhranie aplikácie PSO 
 
 
Obr.35  Grafické rozhranie aplikácie PSO 
 
1. Do kolónky Počet generácií zvolíme počet krokov s ktorými chceme aby program 
počítal. 
2. Do kolónky Počet jedincov vložíme počet částičiek (včiel), ktoré budú hľadať 
najoptimálnejšie riešenie. 
3. Zvolíme tlačidlo ŠTART 
4. Podľa zvolených vstupných parametrov prebehne výpočet optimalizácie, ktorých 
výsledok nájdeme v kolónkach NAp_max a NDn.  
 
(Pri zvolení vysokých hodnôt generácií a jedincov môže výpočet trvať až niekoľko hodín) 
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9.3 Zdrojový kód hlavnej optimalizačnej funkcie 
function [NApmax, NDn] = main( G, I) 
  
% hladanie optimálnych koncentracií nosičov náboja v diode metodou PSO 
 
global NApmax; 
global NDn; 
global G;  
global I; 
  
G=str2num(get(findobj('Tag','generace'),'String'));  
I=str2num(get(findobj('Tag','jedinci'),'String')); 
  
% x(1)= NApmax 
% x(2)= NDn 
  
Id =[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.025e-6,0.0625e-6,0.1e-
6,0.2e-6,0.425e-6,0.875e-6,1.7125e-6,3.208e-6,5.625e-6,9.25e-6,14.3e-6,21e-
6,30e-6,40.77e-6,53.8e-6,69e-6,85.1e-6,105e-6,126.6e-6]; % required current 
              (požadovaný prúd)                                                                                                 
Ic = zeros(1,41);        % computed current (vypočítaný prúd) 
  
dt = 0.1;                % dlžka iteračného kroku 
c1 = 1.49;               % personal scaling factor (vážený faktor pre  
                      pbest) 
c2 = 1.49;               % global scaling factor (vážený faktor pre gbest) 
  
x  = zeros( I, 3);       % agent position (vymedzenie priestoru riešenia) 
p  = zeros( I, 3);       % personal best (deklarácia) 
  
for n=1:I 
  x(n,1) = 18 + 6*rand(); % inicializácia rozsahu pre NApmax 
  x(n,2) = 21 + 3*rand(); % inicializácia rozsahu pre Ndn 
  if x(n,1)<x(n,2), x(n,1) = x(n,2)+1; end 
  p(n,1) = x(n,1);        % vloženie počiatočných hodnot fitness do pbest 
  p(n,2) = x(n,2);        % vloženie počiatočných hodnot fitness do pbest 
  p(n,3) = 1e+6; 
end 
  
v = rand( I, 2);          % agent velocity (náhodná počiatočná rýchlost) 
g = zeros( 1, 2);         % global best 
e = zeros( G+1, 1); e(1) = 1e+6;    % deklarácia chybovej funkcie 
  
for m=1:G                 % +++ MAIN ITERATION LOOP +++ 
   
  w = 0.5*(G-m)/G + 0.4;                % inertial weight (inerčná šírka) 
  
  for n=1:I 
    Ic = dioda_2( x(n,1), x(n,2));      % simulácia 
    x(n, 3) = norm( Id-Ic);             % objective function 
  end 
  
  [e(m+1),ind] = min( x( :,3));         % the lowest error 
   
  if e(m+1)<e(m) 
    g = x( ind, 1:2);                   % the global best (určenie gbest) 
  end 
   
 51 
  for n=1:I 
    if x(n,3)<p(n,3)                    % the personal best (určenie pbest) 
      p(n,:) = x(n,:); 
    end 
    v(n,:)   = w*v(n,:) + c1*rand()*( p(n,1:2)-x(n,1:2)); 
    v(n,:)   = v(n,:)   + c2*rand()*( g(1,1:2)-x(n,1:2)); 
    x(n,1:2) = x(n,1:2) + dt*v(n,:); 
    if x(n,1) > 24, x(n,1)=24; end      % absorbing walls 
    if x(n,2) > 24, x(n,2)=24; end 
    if x(n,1)<x(n,2), x(n,1) = x(n,2)+1; end 
  end 
   
end 
plot( e);                          % vykreslenie priebehu chybovej funkcie 
grid on 
xlabel('Počet iterácií') 
ylabel('Funkcia fitness') 
out = g;                       % výpis optimalizovaných hodnôt koncentracií 
NApmax=g(1) 
NDn=g(2) 
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9.4 1krát CD  
- Elektronická verzia bakalarskej práce 
- Model vf diody v programe Comsol Multiphysics 
- M-file namodelovanej diody exportovaný z Comsolu 
- Optimalizačný program PSO 
- Grafické rozhranie (program Aplikace) 
 
 
